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Bericht zur Vorlesung vom 07. Feb. 2008 von Jan-Philip Gehrcke

Produktzustidnde des Exklusionsprozesses

Der stationare Zustand des asymmetrischen Exklusionsprozesses sei ein inho-

mogener Produktzustand (aufgrund der Vorzugsrichtung der Teilchen):
|Pstat> = |Y1>®|Y/2>®---®|Y]N>

Die zeitliche Anderung dieses Zustands verschwindet, also muss nach der

Mastergleichung notwendigerweise gelten:
LIP,,) =0

Dies jedoch ist bereits erfullt, wenn jeder auf nur zwei nebeneinanderliegende
Gitterplatze wirkende LIOUVILLE-Operator L, ;., angewandt auf den statio-
naren Zustand |P,, ) verschwindet (hinreichende Bedingung, deren Betrach-

tung i.d.R. ausreicht):

L ilP)=0 Vi=l,.,N-1
Fir die |¥;) des inhomogenen stationadren Produktzustandes bedeutet das:

Lk.kﬂ (ll‘yk>®|ylk+1>) =0

Mit [¥:) = (Z) , den Weiterriickraten A bzw. A; und der Randbedingung der

Wahrscheinlichkeitserhaltung «@,+b,= 1 (hinreichende Normierung) ergibt sich

dann:



Dabei entspricht b; der Teilchendichte. Somit wurde eine exakte Losung fiir die
mittlere Teilchenverteilung im stationaren Zustand gefunden. Auffallig ist, dass
die Observablen nur durch das Verhaltnis der Weiterrickraten bestimmt
werden. Da ein Produktzustand angenommen wurde, ist der stationare Zustand

korrelationsfrei.

Analog zu den bisher betrachteten homogenen Produktzustanden

P )= (Z)®(Z)®®(g)

bei denen a,beR gilt, gelang es DERRIDA mithilfe von Matrixproduktzu-
standen korrelierte Zustande zu erzeugen. Unter Zuhilfenahme von Vektoren

(el, |f) (aus einem “Hilfsraum”) kann man dann schreiben:

(g)®(;)®...®(g)

Dabei sind 4 und B Matrizen. Fur den asymmetrischen Prozess, also

| Py ) = (e /)

Ay # A, gilt [4,B]#0.Dannist |P,, ) nicht mehr korrelationsfrei.

Mit der Methode der Matrixproduktzustande ergibt sich also ein Formalismus,
der Exklusionsprozess-Probleme unter Berucksichtigung von Korrelationen
[6sbar macht. Auf diese Weise gelang es, den stationdren Zustand des asym-
metrischen Exklusionsprozess mit Teilchenreservoirs an den Enden (also Zu-

und Abfuhr) exakt zu bestimmen.



Symmetriegruppe SU(2) und der Exklusionsprozess

Die SU(2) ist die Gruppe der unitdren Transformationen in zwei Dimensionen

mit der Determinante det =1 .

Gruppenelemente UeSU(R) lassen sich mithilfe von Generatoren A4

darstellen:

Die Unitaritat von U fordert, dass 4 hermiteschist: U'U=UU"=1 > 4=4"
Die Determinantenbedingung fordert Spurlosigkeit: det(U)=1 =Tr(4)=0

Diesen Forderungen genlgen die Paulimatrizen o*, ¢”, o*, mit denen ein Spin
beschrieben werden kann. Sie kdnnen zusammengefasst werden zu einem

Tensor- bzw. Vektoroperator 7 :

Die SU(2) ist eine nichtkommutative Gruppe. Dies wird anschaulich, wenn man

folgende Kommutatoren bildet:



Bemerkenswert ist auRerdem, dass ¢-0 eine SU (2) -Invariante ist:

~ - _ A1 0
o0 = 3(0 1)
Soweit ist die Standarddarstellung eines Spins auf C* beschrieben. Mochte
man jedoch ein grolReres Spinsystem betrachten (bestehend aus L Spins),

muss man die entsprechende Darstellung auf ¢** konstruieren.

Hierbei kann man sich zunutze machen, dass U®U®..QU (L mal) eine
SU (2) -Darstellung in €*" ist, wenn gilt: U€SU(2) in €?-Darstellung (Isomor-

phismus).

Mit U = ¢ (UeSU(2) sowie Generator 4 in C*-Darstellung) erhalt man den

gesuchten Generator 4’ in ¢** -Darstellung:

L
A=) 4, mit 4,=1""®401°"

i=1

Es fallt auf: Wahrend sich die Gruppenelemente U’ aus Tensorprodukten
zusammensetzen, werden die entsprechenden Generatoren A’ durch

Summen gebildet.

Somit lassen sich nun SU(2) -Generatoren fiir eine Spinkette der Lange L

definieren:

S* = z (TI.i mit (T,»i =1""'"@oc" ® 1%
i=1

L

1 z . z i— z —i

ﬂzEZaimtm:ﬁl®o®ﬁL
i=1

Da ¢-¢ SU(2)-invariant ist, ist es einleuchtend, dass auch 0,7, (gleiche
Komponenten) eine SU (2)-Invariante ist. Dass auch 0,0 ; (unterschiedliche

Komponenten) unter SU (2) -Transformation invariant ist, lasst sich zeigen.



Bei der entsprechenden Rechnung ergibt sich, dass jeder Operator H der

Form

H = const-1+z A,0,0;

i#]

SU (2) -invariant ist. Der LIOUVILLE-Operator des Exklusionsprozesses hat
diese Form. In Bezug auf den Exklusionsprozess stellt sich heraus, dass einige
der beschriebenen Groflen und Operatoren ihre Entsprechungen in grundle-

genden Symmetrien und Eigenschaften des Prozesses finden:

SU(2)-Symmetrie 2 Teilchenzahlerhaltung
e S 2 Anzahl der Teilchen (bis auf Konstanten und Faktoren)
e S 2 Teilchenzufuhr und -entnahme

e 0,0, 2 Hipfen von einem Teilchen an Platz i nach Platz j (der

Operator erhalt also die Teilchenzahl)



