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Magnetohydrodynamik

Was ist Magnetohydrodynamik?

Die Magnetohydrodynamik (MHD) beschreibt die Stromung geladener
Teilchen. Zur Beschreibung der auftretenden elektromagnetischen Kréafte
werden die Navier-Stokes-Gleichungen durch Elemente der
Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik erganzt.
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Plasmen

Plasma

Teilweise oder vollstandig ionisiertes Gas J

Extraterrestrische Plasmen
o Galaktische und planetarische Nebel
@ Sterne
@ Magnetosphéaren

Terrestrische Plasmen
o Festkorperplasma
@ Fusionsexperimente
@ MHD Generatoren

39



Teil | - Einfiihrung Motivation

Plasma-Eigenschaften und MHD

Debye-Lange
Das Coulomb-Potential jeder einzelnen Ladung wird durch seine

Ladungsumgebung abgeschirmt.
= Charakteristische Lange A\p
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Plasma-Eigenschaften und MHD

Debye-Lange
Das Coulomb-Potential jeder einzelnen Ladung wird durch seine

Ladungsumgebung abgeschirmt.
= Charakteristische Lange A\p

Quasi-Neutralitat
Betrachte Dynamik auf Skalen > \p.
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Plasma-Eigenschaften und MHD

Einflissigkeits- / Mehrfliissigkeitsmodell

Jede Teilchensorte wird als Fliissigkeit betrachtet. Das Einfliissigkeits-
modell zeigt viele charakteristische Eigenschaften der MHD.
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Plasma-Eigenschaften und MHD

Einflissigkeits- / Mehrfliissigkeitsmodell

Jede Teilchensorte wird als Fliissigkeit betrachtet. Das Einfliissigkeits-
modell zeigt viele charakteristische Eigenschaften der MHD.

Resistive MHD Ideale MHD

@ anisotrop (Drucktensor, ...)

isotrop (skalarer Druck, ...)
keine Viskositat (v = 0)
idealer Leiter (o0 = o0)

@ endliche Viskositat v

o endliche Leitfahigkeit o

o Wairmeleitung keine Warmeleitung
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Dt i ID- itz
Transportgleichung des Magnetfeldes

e Magnetfeld erzeugt E-Feld (Faraday)

%B:—rotE

@ Es flieBt ein Strom (Ohm)
j=o0(E+v xB)
@ Dieser ist wieder mit dem B-Feld verkniipft (Ampére)
rot B = pj (2 E—0)

@ Eliminierung von j und E ergibt

%B = rot(v x B) — # rotrot B

39



Dt i ID- itz
Transportgleichung des Magnetfeldes

@ Vektoridentitat

rotrotB = V(V - B) — V°B

10/39



Dt i ID- itz
Transportgleichung des Magnetfeldes

@ Vektoridentitat
rotrotB = V(V - B) — V°B

@ Quellfreiheit des B-Feldes

10/39



Dt i ID- itz
Transportgleichung des Magnetfeldes

@ Vektoridentitat
rotrot B = V(V - B) — VB
@ Quellfreiheit des B-Feldes
V-B=0

@ Transport-Gleichung (Diffusionsgleichung) des Magnetfeldes

5B = rot(u x B) + 1, V°B

10/39



Dt i ID- itz
Transportgleichung des Magnetfeldes

@ Vektoridentitat
rotrot B = V(V - B) — VB
@ Quellfreiheit des B-Feldes
V-B=0

@ Transport-Gleichung (Diffusionsgleichung) des Magnetfeldes

5B = rot(u x B) + 1, V°B

@ Definition: Magnetische Reynoldszahl

Rep = poUL

10/39
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Dt i ID- itz
Transportgleichung des Magnetfeldes

@ |deale MHD: Magnetische Reynoldzahl Rey; — oo
1
—V?’B—0
op

@ Transport-Gleichung des Magnetfeldes

0
EB = rot(u x B)

@ In Erhaltungsform (durch Vektoridentitat)

2B = V(uB — Bu)

11/39
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@ Betrachte magnetischen Fluss durch mitbewegtes Fliissigkeitselement:

1
9 _ 3 [ags— L[ o
dt dt S g Cm
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Dt i ID- itz
»Eingefrorenes Feld “

@ Betrachte magnetischen Fluss durch mitbewegtes Fliissigkeitselement:

1
9 _ 3 [ags— L[ o
dt dt S g Cm

@ In der idealen MHD (0 — 00) ist die Anderung des magnetischen

do
Flusses G 0.

@ Das Magnetfeld ist , eingefroren”, die Feldlinien werden mit der
Strémung verzerrt!

12 /39
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Reconnection

Durch Verkriimmung und Verdrehung von Feldlininen kénnen groBe

Spannungen aufgebaut werden. Diese Entladen sich bei der Reconnection,
indem sich die Feldlinien in sehr kurzer Zeit neu ,, anordnen”.

Abbildung: Reconnections verursachen starke Materieauswiirfe von der
Sonnenoberfliche (Protuberanz)
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%(pU) + V(puu) = —Vp
o Lorentzkraft
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@ Eliminierung von j (Ampere)
rot B = pj (2 E—0)
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Dt i ID- itz
Impulsgleichung

@ Impulserhaltung der Hydrodynamik

0

7 (Pu) + V(puu) = —Vp
@ Lorentzkraft

F,=jxB

Eliminierung von j (Ampere)

rot B = pj (2 E—0)

o Lorentzkraft (ohne j)
1
F, = —(rotB) x B
@
e Formulierung als Divergenz/Gradient (Vektoridentitat)

F. = iv' <BB — ;(52)>
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Impulsgleichung

@ Impulserhaltung der MHD

2 (pu) + V(puu) = —VK

@ Spannungstensor

2
p+a;, O 0 . ( B2 B.B, B&
K=| o »p+58 0o |--|BB, B2 BB

0 0 p+25;; H\B.B, BB, B2
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Dt i ID- itz
Impulsgleichung

@ Impulserhaltung der MHD

2 (pu) + V(puu) = —VK

@ Spezialfall: homogenes Magnetfeld in z-Richtung B = (0,0, B)

er%2 0 0
— B2
K= 0 P+7 OB2
0 0 -2

= Druckspannung quer zu den Feldlinien,
Zugspannung parallel zu den Feldlinien
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Sonnenwind und Magnetosphare der Erde

Der Sonnenwind (ionisierter Teilchenstrom) wird vom Erdmagnetfeld
abgelenkt. Die Stromung verformt dabei das Magnetfeld der Erde.
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@ 3hnliche Betrachtungen fiihren auf zusitzliche Energie-Terme

18 /39



Gleichungssystem der MHD

@ 3hnliche Betrachtungen fiihren auf zusitzliche Energie-Terme

@ wahle fiir alle Gleichungen die Erhaltungsform

18 /39



Gleichungssystem der MHD

@ 3hnliche Betrachtungen fiihren auf zusitzliche Energie-Terme
@ wahle fiir alle Gleichungen die Erhaltungsform
® Reskalierung von B mit 1/,/

18 /39



N . M g <L)l D MHD-Gleichungen
Gleichungssystem der MHD

@ 3hnliche Betrachtungen fiihren auf zusitzliche Energie-Terme
@ wahle fiir alle Gleichungen die Erhaltungsform
® Reskalierung von B mit 1/,/

Gleichungssystem der MHD in Erhaltungsform

p pu
5 | ru puu+ (p+ 1B%) — BB
7t +V =0
B uB — Bu

E (E+p+ 3B%)u—B(u-B)
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bendtigte DGLs

Magnetfeldevolution (aus Ohms, Ampeéres und Faradays Gesetzen)
%B—rot(uxB):0 J
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bendtigte DGLs

Magnetfeldevolution (aus Ohms, Ampeéres und Faradays Gesetzen)

%B—rot(u xB)=0

Impulsgleichung
2 (pu) + V(puu) — %rot BxB=0
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Teil II - Wellenphidnomene und Numerik Alfvén-Welle ,,in 1D “

Stérung des Systems

Stérung 1. Ordnung
@ Bges = Bo +¢B

@ Uges = Ug + €U

@ Pges = po + €p

Einsetzen in DGLs — Linearisierung des Systems J

21/39



Teil II - Wellenphidnomene und Numerik Alfvén-Welle ,,in 1D “

linearisiertes System

Magnetfeldevolution
%B—rot(uxB)zo — %B—rot(uxBo)zo J
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linearisiertes System

Magnetfeldevolution

%B—rot(uxB)zo — %B—rot(uxBo)zo

Impulsgleichung

2 (pu) + V(puu) — %L rotBxB=0 — poZ(pu)— %L rotB x Bg =0

v
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Ziel: Kompressionswelle in x-Richtung

Storung in x-Richtung
0

e B= 0
B.(x)

uy(x)
o u= 0

0
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Ziel: Kompressionswelle in x-Richtung

Storung in x-Richtung
0
o B= 0
Bz(x)
tx(x)
o u= 0
0
° p=p(x) )
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Reduzierung auf , eindimensionales” System

Magnetfeldevolution

%B —rot(u x Bg) =0

0 0
o) —
9t - 0 =0
B.(x) —Boz g tx(x)

%Bz(x) + BOZ%UX(X) =0
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Reduzierung auf , eindimensionales” System

Impulsgleichung

po%(pu) - % rotB x Bg =0

ux(x) —BOZ%BZ(X)
ppod=| 0 | — 0 -0
0 0

1190 : ux (x) + Boz 2Bz (x) = 0

26 /39



Teil II - Wellenphidnomene und Numerik Alfvén-Welle ,,in 1D “

~eindimensionales " System

0 By, O B

() + 2 () =0 )
0 0

EBZ(X) + BoZa—XuX(x) =0 (2)
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~eindimensionales " System

0 By, O B

aux(x) + 7o 5Bz(x) =0 (1)
0 0

EBZ(X) + BOZauX(X) =0 (2)

@ auf (1), E auf (2), subtrahieren:

2
Bozaiz ,(x)=0 — ca=+

2
%ZBZ(X) o #po

Alfvéngeschwindigkeit ca
analog: Wellengleichung fiir u(x) — Kompressionswelle
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Entkopplung des , eindimensionalen* Systems

0 By, 0

9 B
8tu+,up03x 0
0 8

—B+ By,—u=
ot + bo I =0

Entkopplung:
o System in Form 2q+ 2f(q) =0 bzw. 2q+ 2 (Aq) =0

Bz,
°eq= <g> und f(q) = (/éfzoﬁ)

0 Bos B
OJ(f)=A=<BO 0) SR
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Linearisierung und Entkopplung aller MHD-Gleichungen
(,,eindimensionale* Betrachtung)

Eigenwerte der Jacobimatrix:

Al = U— Cf
Ao = U — Cp
A3 = U — Cs
s = U

A5 = U+ Cs
A6 = U+ cp
A7 = U+ ¢
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Charakteristiken

gewdhnliche Gasdynamik: a2 =

magnetoakustische Wellen: 2 =

s u s A
\\ ///
dp
dpd 2
a,(p+ B?)
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Riemann-Problem

Evolution innerhalb eines Zeitschritts durch Lésen des Riemann-Problems )

strikt hyperbolisch (z.B. Eulergleichungen)
@ m x m-System: m Wellen

@ Wellen klassifizierbar

nicht strikt hyperbolisch (MHD)
@ fiir manche Bereiche des Phasenraums entartetes Spektrum
@ Punkte/Bereiche im Phasenraum haben nicht m Charakteristiken

@ es gibt Spezialfille, in denen Wellen koppeln

@ Losen ist schwierig, es gibt approximative Riemanloser
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divergenzfreier Raum

Ein Vektorfeld V kann immer zerlegt werden in Summe aus
o Gradientenfeld Vo
@ Rotationsfeld rot W
o V=Vb+rotW

dann ist V — V& divergenzfrei wegen divrot =0 )
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® berechnen, B korrigieren

Poisson Problem zur Berechnung von ¢

V=Vo+rotW | V.
V-V =V

in numerisches Verfahren integrieren:
o Startwerte Q" inklusive B" (divergenzfrei)
e nach At: Q* inkl. B* (nicht divergenzfrei)
e lssen: V- B* = V2¢pntl
o korrigieren: B"1 = B* — Vol
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staggered grid

Beispiel: Magnetfeld in 2D
o x=jAx und y=kAy
@ verschobenes Speichern von B, und B,

® Byji12k und By jri1/2

. . By ii1/sk—By i B, ki1/o—By i i
o num. Div.: (div B)j = —fHRL UL y”’kH/ZAy”’k L2

37

39




DtelEziE: dles (Vegiei s
staggered grid - Warum?

Beispiel: Magnetfeldevolution
2B+ V- (uB—Bu)=0 J

38/39



DtelEziE: dles (Vegiei s
staggered grid - Warum?

Beispiel: Magnetfeldevolution
2B+ V- (uB—Bu)=0

Finite Differenzenmethode

38/39



DtelEziE: dles (Vegiei s
staggered grid - Warum?

Beispiel: Magnetfeldevolution
2B+ V- (uB—Bu)=0

Finite Differenzenmethode

n+1 _ Rn _ At(on _QOn
° B i1k = Btk Ay(Qx,j+1/2,k+1/2 Qx,j+1/2,k—1/2)

38/39



DtelEziE: dles (Vegiei s
staggered grid - Warum?

Beispiel: Magnetfeldevolution
2B+ V- (uB—Bu)=0

Finite Differenzenmethode

n+1 _ Rn _ At(on _QOn

° B i1k = Btk Ay(Qx,j+1/2,k+1/2 Qx,j+1/2,k—1/2)
n+1 _ RN _ At(on _QOn

° Bl i1 = Blikii a0 1o kr12 — e jo1/2.k41/2)

38/39



DtelEziE: dles (Vegiei s
staggered grid - Warum?

Beispiel: Magnetfeldevolution
2B+ V- (uB—Bu)=0

Finite Differenzenmethode

ntl _opn _ At(on _
° B i1k = Blitiok — By (Qx,j+1/2,k+1/2 Q
n+1 — Bn _ Ation _
° Bl i1 = Blikii Ax(Qx,j+1/2,k+1/2 Q

. )
x,j4+1/2,k—1/2

Y )
xj—1/2,k+1/2
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Beispiel: Magnetfeldevolution
2B+ V- (uB—Bu)=0

Finite Differenzenmethode

n+1 _ Rn _ At(on _On

° B i1k = Bljtiok Ay(Qx,j+1/2,k+1/2 Qx,j+1/2,k—1/2)
n+1 _ Rn _ At(on _on

° Bl i1 = Blikii a0 1o kr12 — e jo1/2.k41/2)

Methode einsetzen in numerische Divergenz — (div B)"*! = (div B)" !! J

— Ein geschickt gewdhltes Gitter mit passendem Verfahren erhilt
»automatisch” die Divergenz.
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